
课前预读： 

《费曼物理学讲义》I ：Chpt.18、19 

《新概念物理教程：力学》：第四章第 1、3、4 节 

Lecture 17 、18 Many particles, rotational motion in 2D 

多数物理体系并不是由一个质点组成的，而是由非常多的质点组成的。质点

这个概念本身就是一个理论模型。当我们讨论一个球的运动时，如果球不转动，

那么球上的任何一点的运动都可以代表其他点的运动，那时候我们就可以把一个

球抽象成一个质点。但当这个球在转动时，这样的抽象就不行了。因为球上不同

点的运动方式是不同的。这时候就必须把球作为一个多质点体系来研究。 

如果像是空气这样的多质点体系，用力学来讨论是非常困难的，因为不同的

空气分子之间既有相互作用，同时它们的运行形式之间的联系又非常弱。因此从

力学的角度就需要列出大量联立微分方程组来进行处理。而对于像球这样的物体，

由于它们的形变是可以忽略的，因此会发现球上不同点运动的方式虽然不同，但

它们的关联性非常强，也就是说有可能通过确定球上少数几个点的运动来确定整

个球的运动。简单地看，球的运动就是整体的运动和转动组成的，可能了解了这

两个运动就可以把整个球的运动确定下来。 

质心 

对于一个多质点体系，如果每个质点的质量为𝑚𝑖，位置为𝑟𝑖，受到的力为�⃗�𝑖。

则它们满足方程 

�⃗�𝑖 =
𝑚𝑖𝑑

2𝑟𝑖

𝑑𝑡2
 

将这些方程加到一起 

∑
𝑚𝑖𝑑

2𝑟𝑖

𝑑𝑡2

𝑖

= ∑ �⃗�𝑖

𝑖

 

考虑到体系中不同质点间的作用力与反作用力大小相同，方向相反，而且在上式

的求和中会成对出现，因此会全部相互抵消。求和的结果是体系外对体系内质点

的作用力之和，我们称之为外力 

∑ �⃗�𝑖

𝑖

= �⃗�𝑒𝑥𝑡 

并考虑质点的质量是不变的，因此前式变为 



𝑑2

𝑑𝑡2
∑ 𝑚𝑖𝑟𝑖

𝑖

= �⃗�𝑒𝑥𝑡 

定义质心坐标为 

𝑟𝑐 =
∑ 𝑚𝑖𝑟𝑖𝑖

∑ 𝑚𝑖𝑖
 

体系总质量为 

𝑀 = ∑ 𝑚𝑖

𝑖

 

最终得到方程 

𝑀
𝑑2𝑟𝑐

𝑑𝑡2
= �⃗�𝑒𝑥𝑡 

这个方程等价于认为存在一个质点，其质量等于总质量𝑀，其坐标为质心坐标𝑟𝑐，

受到的力为�⃗�𝑒𝑥𝑡。因此用质心来描述多质点体系的整体运动是比较方便的。对于

连续系统，质心坐标变成积分 

𝑟𝑐 =
∫ 𝜌𝑟𝑑𝑉

∫ 𝜌𝑑𝑉
 

其中𝜌为物体的密度。随质心运动的参照系就是质心系。 

 多质点体系的运动可以分解为体系质心的运动，和各质点相对于质心的运动

两类运动。质心的运动只与体系受到的合外力有关。相对于质心的运动可以在质

心系里处理。对于刚体而言，各质点相对于质心的距离是不变的，因此相对于质

心的运动就是转动。 

力矩和角动量 

 考虑一个刚体绕某个固定的轴在做转动，如一扇门绕着门轴转动。（刚体可

简单认为是不可形变的物体）这样的运动可以用刚体上任意一点绕轴转过的角度

来描述。由此可以定义角速度和角加速度 

𝜔(𝑡) =
𝑑𝜃(𝑡)

𝑑𝑡
 

𝛼(𝑡) =
𝑑𝜔(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑑2𝜃(𝑡)

𝑑𝑡2
 

对于定轴转动，只需要考虑在垂直于转轴的平面内的运动就

足够了，因此可以在垂直于转轴的二维平面中进行处理 

当将转轴所在的位置取为坐标原点时，如图所示，刚体上任意一点𝑟 



𝑟 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 

的速度 

�⃗� = 𝑣𝑥𝑖 + 𝑣𝑦𝑗 

可以和角速度联系起来 

𝑣𝑥 = −𝜔𝑦,    𝑣𝑦 = 𝜔𝑥 

如果定义角速度为矢量，对于定轴转动，其方向按右手法则定义为转轴方向的话 

�⃗⃗⃗� = 𝜔�⃗⃗� 

容易发现关系 

�⃗� = �⃗⃗⃗� × 𝑟 

可以证明，这个式子不仅对定轴转动正确，而且对于任意转动也是对的。 

考虑一个跷跷板，在一边往下压，另一边往上抬的时候，如果两边用力大小

相同，那么这个跷跷板受到的合外力为零，因此质心没有加速度。但是我们会看

到虽然整体不运动，但是它会转动。那么计算一下此时力所做的功，注意到在受

力点𝑟，其在𝑑𝑡时间内的位移为 

𝑑𝑟 = 𝑑�⃗� × 𝑟 

因此力做功为 

𝑑𝑊 = �⃗� ⋅ 𝑑𝑟 = �⃗� ⋅ (𝑑�⃗� × 𝑟) 

利用公式 

𝐴 ⋅ (�⃗⃗� × 𝐶) = �⃗⃗� ⋅ (𝐶 × 𝐴) = 𝐶 ⋅ (𝐴 × �⃗⃗�)  

可以得到 

𝑑𝑊 = (𝑟 × �⃗�) ⋅ 𝑑�⃗� 

定义力�⃗�的力矩为 

𝜏 = 𝑟 × �⃗� 

则微功𝑑𝑊可以写作 

𝑑𝑊 = 𝜏 ⋅ 𝑑�⃗� 

由此可见正是力矩使物体转动起来并产生转动动能。 

 如果这个体系就只有一个质点，其质量为𝑚，其坐标为𝑟，当它绕𝑧轴转动时，



力矩为 

𝜏 = 𝑥𝐹𝑦 − 𝑦𝐹𝑥 

利用牛顿方程上式可变为 

𝜏 = 𝑥𝑚 (
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
) − 𝑦𝑚 (

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
) =

𝑑

𝑑𝑡
[𝑥𝑚

𝑑𝑦

𝑑𝑡
− 𝑦𝑚

𝑑𝑥

𝑑𝑡
] =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑥𝑝𝑦 − 𝑦𝑝𝑥) 

定义定轴转动的角动量为 

𝐿𝑧 = 𝑥𝑝𝑦 − 𝑦𝑝𝑥 

则前式变为 

𝜏 =
𝑑𝐿𝑧

𝑑𝑡
 

也就是说角动量的变化率就等于力矩，这被称为角动量定理。这个定理和动量定

理（动量的变化率等于力）很像。对于一个质点，其的角动量定义为 

�⃗⃗� = 𝑟 × �⃗� 

角动量定理表示为 

𝜏 =
𝑑�⃗⃗�

𝑑𝑡
 

需要注意的是力矩和角动量是和参照点有关的，对于不同的参照系，𝑟不一样，

从而力矩和角动量也会发生改变，因此说力和力矩时必须说清楚是相对哪个点而

言的。如果参照点有速度，角动量定理很可能是不正确的。幸运的是，可以证明

相对于多质点体系的质心而言，角动量定理是正确的。 

角动量守恒和开普勒第二定律 

 当体系的力矩为零时，则 

𝑑�⃗⃗�

𝑑𝑡
= 0 

因此此时角动量是守恒的。对于有心力而言，由于质点受力方向是平行与𝑟的，

因此其力矩为零。因此对于有心力作用下的体系，其角动量是守恒的。对于角动

量守恒的质点，在时间间隔𝑑𝑡内，由于 

�⃗⃗�𝑑𝑡 = 𝑟 × 𝑚
𝑑𝑟

𝑑𝑡
𝑑𝑡 = 𝑚(𝑟 × 𝑑𝑟) 

而
1

2
(𝑟 × 𝑑𝑟)就是其与坐标原点的连线扫过相同面积的面积分元，由于角动量𝐿是

常数，因此该质点在相同的𝑑𝑡内其与坐标原点的连线扫过相同的面积。这正是开



普勒第二定律。 

星系构造 

 考虑大量的粒子运动，假设它们不受到外力作用，只有相互间的万有引力。

因为体系无外力，因此在质心系中看，体系总动量为零，角动量守恒。假设角动

量处于 z 方向。对于 z 方向的运动，由于粒子间的相互摩擦，其速度会慢慢消失，

相应的能量转换成其他方向的热运动。而在 xy 平面内，由于绕 z 轴的总角动量

守恒，因此无论速度大小怎么变化，这样的绕轴整体运动总是存在的。因此最后

体系会演化为一个接近盘子的形状。这也是为什么我们观测到的星系都是扁平的。 

刚体定轴转动 

 对于一个刚体，它在做定轴转动。为简化处理，把这个刚体看成一个在 xy

平面内的二维刚体，转轴为 z 轴。则其上任意一点𝑟𝑖的速度�⃗�𝑖为 

�⃗�𝑖 = �⃗⃗⃗� × 𝑟𝑖 

�⃗⃗⃗� = 𝜔�⃗⃗�为刚体转动的角速度，方向为 z 方向。其总角动量为所有质点角动量的

叠加 

�⃗⃗�𝑡𝑜𝑡 = ∑ �⃗⃗�𝑖

𝑖

= ∑(𝑟𝑖 × 𝑚𝑖�⃗�𝑖)

𝑖

= ∑[𝑟𝑖 × 𝑚𝑖(�⃗⃗⃗� × 𝑟𝑖)]

𝑖

 

注意到𝑟𝑖是在 xy 平面内，与角速度相互垂直，因此上式变为 

�⃗⃗�𝑡𝑜𝑡 = �⃗⃗⃗� ∑(𝑚𝑖𝑟𝑖
2)

𝑖

 

定义刚体的转动惯量为 

𝐼 = ∑(𝑚𝑖𝑟𝑖
2)

𝑖

 

则刚体的总角动量为 

�⃗⃗�𝑡𝑜𝑡 = 𝐼�⃗⃗⃗� 

转动惯量是刚体所固有的特性，确定了参照轴的位置，其大小就确定了，和刚体

的角速度大小无关。对于连续分布的体系而言，计算转动惯量时求和就变为了积

分。 

𝐼 = ∫ 𝜌𝑟2𝑑𝑉 



 对于刚体上的每一个质点，都满足角动量定理 

𝜏𝑖 =
𝑑�⃗⃗�𝑖

𝑑𝑡
 

将它们都加起来得到 

∑ 𝜏𝑖

𝑖

= ∑
𝑑�⃗⃗�𝑖

𝑑𝑡
𝑖

 

刚体上每一点会受到来自刚体外的力，也会受到刚体内其他点的力。这些力都成

对，且由牛顿第三定律知它们大小相同，方向相反。在计算力矩的时候也是成对

出现的。如对刚体内的两点 i、j，i 点坐标为𝑟𝑖，受到 j 对它的力�⃗�𝑖𝑗，j 点坐标为𝑟𝑗，

受到 i 对它的力�⃗�𝑗𝑖，且�⃗�𝑖𝑗 = −�⃗�𝑗𝑖。这两个力产生的力矩和为 

𝑟𝑖 × �⃗�𝑖𝑗 + 𝑟𝑗 × �⃗�𝑗𝑖 = 𝑟𝑖 × �⃗�𝑖𝑗 − 𝑟𝑗 × �⃗�𝑖𝑗 = (𝑟𝑖 − 𝑟𝑗) × �⃗�𝑖𝑗  

𝑟𝑖 − 𝑟𝑗为两点的相对坐标，而�⃗�𝑖𝑗是两点间的相互作用，它是与两点间的相对坐标

平行的，因此上式为零。因此体系的总力矩就是它受到的总外力矩。内力的力矩

都两两抵消了。 

∑ 𝜏𝑖

𝑖

= 𝜏𝑒𝑥𝑡 

 另外 

∑
𝑑�⃗⃗�𝑖

𝑑𝑡
𝑖

=
𝑑

𝑑𝑡
∑ �⃗⃗�𝑖

𝑖

=
𝑑

𝑑𝑡
(𝐼�⃗⃗⃗�) = 𝐼

𝑑�⃗⃗⃗�

𝑑𝑡
 

最后就得到了刚体做定轴转动的动力学方程 

𝐼
𝑑�⃗⃗⃗�

𝑑𝑡
= 𝜏𝑒𝑥𝑡 

这个方程的形式和牛顿方程一样，物理量之间有对应关系。如转动惯量对应于质

量，角速度对应于速度，角加速度对应于加速度，力矩对应于力。质量表征了一

个物体的惯性，也就是它受力后运动状态的改变情况。当受力相同的时候质量越

大，惯性越大，改变运动越困难，产生的加速度小。而转动惯量表征了一个物体

在转动方面的惯性。在相同的力矩作用下，转动惯量越大的物体越难改变转动状

态，产生的角加速度越小。 

 之前计算时将刚体简化为一个 xy 平面内的二维刚体，



而一般刚体并不是二维的。遵循前面的讨论方式，利用矢量的特性，不难得到，

对于一个三维刚体，当它做定轴转动的时候定义其转动惯量为 

𝐼 = ∑ 𝑚𝑖𝑅𝑖
2

𝑖

 

或用积分形式 

𝐼 = ∫ 𝜌𝑅𝑑𝑉 

其中𝑅𝑖是刚体上每一点距离转轴的距离（如图所示）。其转动满足的方程依然为 

𝜏 = 𝐼
𝑑�⃗⃗�𝑡𝑜𝑡

𝑑𝑡
 

平行轴定理 

 转动惯量 I 与力矩和角动量一样是与参照点或者说参照轴的位置有关的。若

刚体质心的坐标为𝑟𝑐，参照轴过质心时刚体的转动惯量为 

𝐼 = ∑ 𝑚𝑖𝑅𝑖𝑐
2

𝑖

 

其中𝑅𝑖𝑐是刚体上每一点距离过质心的那个转轴的距离。 

𝑅𝑖𝑐
2 = 𝑥𝑖𝑐

2 + 𝑦𝑖𝑐
2  

现在将转轴换成距离前转轴距离为 R 的另外一个转轴，如图（𝑥𝑦平面投影图）

所示。则相对这个转轴的转动惯量为 

𝐼𝑝 = ∑ 𝑚𝑖𝑅𝑖𝑝
2

𝑖

 

其中 

𝑅𝑖𝑝
2 = 𝑥𝑖𝑝

2 + 𝑦𝑖𝑝
2  

 

利用关系 

𝑥𝑖𝑝 = 𝑥𝑝𝑐 + 𝑥𝑖𝑐 ,    𝑦𝑖𝑝 = 𝑦𝑝𝑐 + 𝑦𝑖𝑐 ,    𝑥𝑝𝑐
2 + 𝑦𝑝𝑐

2 = 𝑅2 

可得 

𝐼𝑝 = ∑ 𝑚𝑖(𝑥𝑖𝑐
2 + 𝑥𝑝𝑐

2 + 2𝑥𝑖𝑐𝑥𝑝𝑐 + 𝑦𝑖𝑐
2 + 𝑦𝑝𝑐

2 + 2𝑦𝑖𝑐𝑦𝑝𝑐)

𝑖

 

= ∑ 𝑚𝑖𝑅𝑖𝑐
2

𝑖

+ 𝑀𝑅2 + 2𝑥𝑝𝑐 ∑ 𝑚𝑖𝑥𝑖𝑐

𝑖

+ 2𝑦𝑝𝑐 ∑ 𝑚𝑖𝑦𝑖𝑐

𝑖

 



注意到∑ 𝑚𝑖𝑥𝑖𝑐𝑖 和∑ 𝑚𝑖𝑦𝑖𝑐𝑖 就是计算体系相对于质心的质心坐标，都为零。因此得

到 

𝐼𝑝 = 𝐼𝑐 + 𝑀𝑅2 

这被称为平行轴定理。 

 另外在计算转动惯量时应该注意当转轴方向不同时，转动惯量也不相同。 

 

【例】计算长度为𝑙的均匀细棒的转动惯量，转轴垂直于细棒 

 当转轴过细棒的一端时 

𝐼 = ∫ 𝜌𝑥2𝑑𝑥
l

0
=

1

3
𝜌𝑙3 =

1

3
𝑚𝑙2 

当转轴过细棒中点时 

𝐼𝑐 = ∫ 𝜌𝑥2𝑑𝑥
𝑙/2

−𝑙/2

=
1

12
𝜌𝑙3 =

1

12
𝑚𝑙2 

可以看到 

𝐼 = 𝐼𝑐 + 𝑚 (
𝑙

2
)

2

 

 

 


